
XII Topologie 3

XII.A Questions de cours :
1) Théorème des valeurs intermédiaires
2) L’image continue d’un compact est compact
3) Théorème des valeurs intermédiaires

XII.B Exercices :

Exercice 1: **** Une première étape pour la simplicité de SO(3).

1. Montrer que tout élément de SO(3) est O(3)-semblable à une matrice de la forme :Ñ
1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

é
2. En déduire que (le groupe) SO(3) est connexe par arcs.
3. Soit h ∈ H un élément non trivial. On considère l’application

φ :
SO(3) → R
g 7→ Tr([g, h])

Montrer que φ(SO(3)) = [a, 3] pour un certain a que l’on ne déterminera ps

Exercice 2: **** groupes orthogonal / spécial orthogonal

1. Montrer que On(R) est compact mais n’est pas connexe par arcs.
2. Montrer que SOn(R) est compact et connexe par arcs. En déduire que SOn(R) est la com-

posante connexe par arcs de l’identité de On(R).

Exercice 3: **

Soit E un evn.
1. La somme de deux fermés de E est-elle nécessairement fermée ?
2. Montrer que la somme d’un compact et d’un fermé est fermée
3. Montrer que la somme de deux compactes est compacte.

Exercice 4: ***

Soit E un espace vectoriel normé. Soit F et G deux fermés non vides disjoints de E. Montrer qu’il
existe une application continue f de E dans R telle que fF = 0 et fG = 1.
Cette propriété est-elle vraie pour deux ouverts non vides disjoints ?
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Exercice 5: **

Soit E = C0([0, 1],R). On le muni de la norme infinie.
On considère l’endomorphisme :

T

 E → E

f 7→
Å
Tf : x 7→

∫ x

0

f(t)dt

ã
1. Montrer que T est un endomorphisme continue de E.
2. Est-il injectif ? surjectif ?

Exercice 6: **

En considérant l’application l : H ∈ Mn(R) 7→ tHA+ tAH pour une matrice A ∈ On(R) fixée,
montrer que Sn(R) est compact.

Exercice 7: ****

Soit r, n dans N∗, f1, . . . , fr des formes linéaires sur Rn formant une famille libre. Quel est le
nombre de composantes connexes par arcs de Rn \

⋃r
i=1 ker fi ? Même question en remplaçant R

par C.

Exercice 8: *****

Soit f une application de Rp dans Rq telle que, pour toute partie A compacte (resp. connexe par
arcs), f(A) est compact (resp. connexe par arcs). Montrer que f est continue.
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